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Notations

� Pour � 2 Nn; j�j = �1 + �2 + ::::+ �n: La dérivée partielle @j�jf
@�1x1���@�nxn est notée par @

�f

ou D�f:

� Pour f 2 L1(Rn) sa transformée de Fourier est

Ff(�) = bf(�) := Z
Rn
exp(�ix � �)f(x)dx;

et sa transformée de Fourier inverse est

F�1f(x) := (2�)�n
Z
Rn
exp(ix � �)f(�)d�:

� Pour x; � 2 Rn, alors x � � =
nP
i=1

xi � �i est le produit scalaire usuel sur Rn:

� f � g :=
R
Rn f(� � y)g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g:

� Soient A1 et A2 deux espaces de Banach, on dit que A1 ,! A2 s�il existe c > 0; telle que :

kfkA2 � c kfkA1 ; (8f 2 A1) :

� p0 est l�exposant conjugué de p (1
p
+ 1

p0 = 1):

� Si f : Rn 7! C; supp f est le support de f:

� E 0 est l�espace dual de E:
� Lp (Rn) : est l�espace des fonctions mesurables f telles que

kfkp =
�Z

Rn
jf(x)jp dx

� 1
p

<1:

� L1loc (Rn) est l�espace des fonctions localement intégrable sur Rn:
� `q (Rn) : est l�espace des suites (ak)k telle que

k(ak)k`q =
 1X
k=0

jakjq
! 1

q

<1:
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Notations

� Soient 1 � p; q � 1; `q(Lp) désigne l�espace des suites ffkgk � S 0 (Rn) qui véri�ent

kffkgkk`q(Lp) =
 1X
k=0

kfkkqp

! 1
q

<1:

� D(Rn) = C10 (Rn) est l�espace des fonctions C1(Rn) à support compact.
� D0(Rn) est l�espace des distributions:
� S(Rn) est l�espace des fonctions C1(Rn) à décroissance rapide sur Rn .
� S 0(Rn) est l�espace des distributions tempérées.
� Wm

p (Rn) est l�espace de Sobolev telle que

Wm
p (Rn) := ff 2 S 0(Rn) : @�f 2 Lp (Rn) ; j�j � mg ; avec

kfkWm
p
=
X
j�j�m

k@�fk :

� Opérateurs de di¤érences: �hf (x) := f(x + h) � f (x), �1
h := �h et �m+1

h := �h ��m
h ,

et la formule d�order m est

�m
h f(x) =

mX
j=0

(�1)m�j
�
m

j

�
f(x� jh):
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Introduction

Les espaces de Besov Bsp;q(Rn) sont obtenus à partir de la théorie de Littlewood-Paley,

ils sont formés par la norme dans lq (N) des séries dans Lp (Rn), ils sont aussi l�interpolation

des espaces de Sobolev.

Ces espaces ont plusieurs propriétés, d�interpolation, d�inclusion, des traces, ...etc, comme

par exemples :

�
Bs1p;q1 ; B

s2
p;q2

�
�;q
= Bsp;q

pour 0 < � < 1 , �1 < s1 6= s2 <1 , 1 � p; q1; q2; q � 1;

Bs1p1;q1 � B
s2
p2;q2

pour s1 > s2 et s1 � n
p1
� s2 � n

p2
:

Nous référons principalement aux livres de Triebel [ [12], [13]] et Peetre [9] .

Certaines fonctions de l�espaceBsp;q(Rn) ont des propriétés remarquables. À titre d�exemple

les fonctions puissances jxj� pour � 2 R, et les fonctions puissances avec des singularités
locales jxj� (log jxj)� pour jxj voisin de l�origine.
L�objet de ce mémoire sera donc d�étudier, à partir d�une étude bibliographique, les rôles

des fonctions puissances dans les espaces de Besov.

Le premier chapitre nous rappelons les espaces de Besov homogènes et non homogènes

dans lequel on va mentionner la méthode de Littlewood-Paley, quleques propriétés sur les

espaces de Besov et les espaces de Besov homogènes et non homogènes.

Dans un deuxième chapitre, nous nous intéresserons aux fonctions puissances dans les

espaces de Besov, où nous allons étudier la fonction f�;� = g(x) jxj� où g(x) = �(x)(� log jxj)��.
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Introduction

En dernier chapitre nous nous intéresserons à l�application à la composition dans les

espaces de Besov.

En�n, nous signalons que ce travail est basé sur l�article de G. bourdaud [4] et le livre

de T.Runst et W.Sickel [10] . Mais celà n�a pas empêché l�utilisation d�autres références,

comme par exemples Triebel [[12], [13]], Peetre [9] , Kateb [8], ...
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Chapitre 1

Rappel sur les espaces de Besov

homogènes et non homogènes

L�objectif de ce chapitre est de donner les dé�nitions des bases des espaces de Besov ho-

mogènes et non homogènes, ainsi que quelques propriétés de ces espaces que nous aurons

besoin par la suite.

1.1 Méthode de Littlewood-Paley

La décomposition de Littlewood-Paley est l�outil de base pour dé�nir les espaces de Besov

homogènes et non homogènes, nous allons la rappeler. Nous notons qu�il s�agit d�écrire une

distribution tempérée quelconque sous forme d�une série convergente.

soit � une fonction de classe C1 (Rn), positive, radiale (ou paire) sur Rn, et 0 � � � 1;
telle que

�(�) =

8<: 1 si j�j � 1;
0 si j�j � 3

2
:

On pose


(�) = �(�)� �(2�); 8� 2 Rn:

Remarque 1.1.1 Les deux fonctions � et 
 seront �xées le long de ce mémoire.
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1.1. Méthode de Littlewood-Paley

Nous avons alors 
 2 S(Rn) telle que
1. supp 
 �

�
� 2 Rn : 1

2
� j�j � 3

2

	
:

2. 
(�) � 0 pour 1
2
� j�j � 3

2
:

3.
P

j2Z 
(2
�j�) = 1; 8� 2 Rnn f0g :

Un calcul simple donne �(�) = 1�
P

j�1 
(2
�j�):

Nous obtenons alors deux partitions de l�unité:

- partition non homogène est:

�(�) +
X
j�1


(2�j�) = 1, 8� 2 Rn; (1.1.1)

- partition homogène est: X
j2Z


(2�j�) = 1; 8� 2 Rnn f0g : (1.1.2)

Nous remarquons que si on change 2�j� par 2�j�k� dans la partition homogène, la somme ne

changera pas aux partitions 1.1.1 et 1.1.2. A cette partition, on associe une suite d�opérateurs

de convolutions notés Qj : S
0
(Rn)! C1(Rn) et Sk : S

0
(Rn)! C1(Rn); dé�nis par

Qjf(x) : =
�
F�1(
(2�j�)) � f

�
(x) ; 8j � 1;

Skf (x) : =
�
F�1(�(2�j�)) � f

�
(x) ; 8k � 0;

ou bien

F (Qjf) (�) : = 
(2�j�) bf (�) ; 8j � 1;

F (Skf) (�) : = �(2�k�) bf (�) ; 8k � 0;

avec la notation: Q0 = S0.

Si dans la relation 1.1.1 on change � par 2�j� et on multiplie par f̂(�) on obtient

f̂(�) �(2�k�) + f̂(�)
X
j�k+1


(2�j�) = f̂(�): (1.1.3)

En appliquant l�application F�1sur 1.1.3, on obtient

Skf +
X
j�k+1

Qjf = f: (1.1.4)

2



1.2. Les espaces de Besov Bsp;q(Rn)

Pour k = 0 on trouve

f = S0f +
X
j�1

Qjf:

Proposition 1.1.1 Pour tout f 2 S 0(Rn) ( ou f 2 S(Rn)), alors la décomposition de
Littlewood-Paley de f est dé�nit par:

f = S0f +
X
j�1

Qjf:

Proposition 1.1.2 Pour tout f 2 S 01(Rn) ( ou f 2 S1(Rn)), alors la décomposition de
Littlewood-Paley de f est dé�nit par:

f =
X
j2Z

Qjf:

Il est facile de montrer que:

Skf =
kX
j=0

Qjf ; (8f 2 S (Rn) ; ou f 2 S 0 (Rn)) :

Remarque 1.1.2 Grâce à l�inégalité de Young, les opérateurs Sk et Qk sont bornés unifor-

mément sur Lp(Rn) pour tout p 2 [1;+1].

1.2 Les espaces de Besov Bsp;q(Rn)

Nous donnons dans cette partie les dé�nitions de l�espace de Besov et quelques propriétés

sur cet espace.

Dé�nition 1.2.1 Soient 0 < p; q � 1 et s 2 R, alors l�espace de Besov non homogène
noté Bsp;q(Rn) est dé�nit par:

kfkBsp;q :=

8><>:
�P

j�0 2
jsq kQjfkqp

� 1
q
< +1; pour q 6=1;

supj�0

�
2js kQjfkp

�
< +1; pour q =1:

3



1.3. Quelques inégalités

1.3 Quelques inégalités

Lemme 1.3.1 [Inégalité de Hölder ] Soient 1 � p; q; r � 1 telle que (1
p
+ 1

q
= 1

r
); alors

pour tout f 2 Lp(Rn) et g 2 Lq(Rn) on a f � g 2 Lr(Rn) et

kf � gkr � kfkp kgkq : (1.3.1)

Lemme 1.3.2 [Inégalité de Young] Soient 1 � p; q; r � 1 telle que 1
p
+ 1
q
= 1

r
+1 , alors

pour tout f 2 Lp(Rn) et g 2 Lq(Rn) on a f � g 2 Lr(Rn) et

kf � gkr � kfkp kgkq : (1.3.2)

Lemme 1.3.3 [Inégalité de Bernstein] Soient 1 � p � r � +1 et R > 0. Alors il

existe une constante C = C (n; p; r) > 0; telle que pour tout f 2 LP (Rn) véri�ant

suppFf � f� 2 Rn : j�j � Rg

on ait 

f (�)


r
� cRj�j+n(

1
p
� 1
r
) kfkp ; 8� 2 Nn: (1.3.3)

Preuve. Pour la démonstration voir par exemple [3] ou [12, Remaraque 1.4.1/4, p. 23].

Cependant les Lemmes 1.3.1 et 1.3.2 sont classiques.

1.3.1 Quleques propriétés sur les espaces de Besov

Proposition 1.3.1 Les propriétés suivantes sont vérifées :

(i) (Bsp;q (Rn) ; k:kBsp;q) est un espace de Banach si min(p; q) � 1.

(ii) Bs1;1 (Rn) = Cs (Rn) si s 2 R+�N; (est l�espace de Hölder).

(iii) Bs2;2 (Rn) = Hs (Rn), 8s 2 R;(est l�espace de Sobolev).

Preuve. voir [ [12] , [13] et [10] ].

Proposition 1.3.2 Soient 1 � p; q � 1; s 2 R, alors

S (Rn) ,! Bsp;q (Rn) ,! S 0
(Rn) :
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1.3. Quelques inégalités

Bsp;q (Rn) ,! Lp (Rn) si s > 0:

Preuve. Voir [ [1] et [9]].

Théorème 1.3.1 Soient 1 � p; q <1 et s 2 R; alors S (Rn) est dense dans Bsp;q (Rn) :

Proposition 1.3.3 L�opérateur de dérivation @�, envoie l�espace Bsp;q (Rn) dans B
s�j�j
p;q (Rn) :

De plus, pour tout f 2 Bsp;q (Rn) on a

k@�fkBs�1p;q
� c kfkBsp;q : (1.3.4)

Preuve. Par l�inégalité de Bernstein on a

kQj(@�f)kp � c2
jj�j kQjfkp :

En passant à la norme dans Bs�j�jp;q (Rn); on obtient X
j�0
(2j(s�j�j)q kQj(@�f)kqp

! 1
q

� c0

 X
j�0

2jsq kQjfkqp

! 1
q

:

D�où l�inégalité 1.3.4 .

Théorème 1.3.2 Soient 1 � p; r; q � 1; et s 2 R:

Si s > n(1
p
� 1

r
) ou s = n(1

p
� 1

r
) et q = 1, alors

Bsp;q (Rn) ,! Lr (Rn) :

Preuve. Comme Lr (Rn) � S 0
(Rn) ; alors f =

P
j�0Qjf dans S 0(Rn) donc

kfkr �
X
j�0

kQjfkr , car r � 1;

d�après l�inégalité de Bernestein, on obtientX
j�0

kfkr � c
X
j�0

2jn(
1
p
� 1
r
) kQjfkp :
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1.3. Quelques inégalités

On peut aussi écrire:

c
X
j�0

2j(
1
p
� 1
r
)n kQjfkp = c

X
j�0

2j(n(
1
p
� 1
r
)�s)

�
2js kQjfkp

�
;

par l�inégalité de Hölder, on a

c
X
j�0

2j(n(
1
p
� 1
r
)�s)

�
2js kQjfkp

�
� c

 X
j�0

2j(n(
1
p
� 1
r
)�s)q0

! 1
q0
 X
j�0

2js kQjfkqp

! 1
q

;

par conséquent

c(
X
j�0

2j(
1
p
� 1
r
�s))(2js kQjfkp) � c kfkBsp;q (

X
j�0

2j(
1
p
� 1
r
�s)�q)

1
�q ;

car
P

j�0 2
j( 1
p
� 1
r
�s)q0 converge si 1

p
� 1

r
� s < 0, ou 1

p
� 1

r
� s = 0 et q = 1 donc

kfkr � c0 kfkBsp;q :

Proposition 1.3.4 .

1. Si s 2 R, tels que s > t; et 1 � p; q � 1; alors

Bsp;q (Rn) ,! Btp;q (Rn) :

2. Si s 2 R; 1 � p � 1 et 1 � q1 � q2 � 1; alors

Bsp;q1 (R
n) ,! Bsp;q2 (R

n) :

3. Si s; t 2 R; tels que s > t; et 1 � q � 1; 1 � p1 � p2 � 1; et s� n
p1
= t� n

p2
alors

Bsp1;q (R
n) ,! Btp2;q (R

n) :

4. Si s 2 R; et 1 � p � 1; 1 � q � 1; tel que n
p
� s < 0; alors

6



1.3. Quelques inégalités

Bsp;q (Rn) ,! L1:

Preuve. On va montrer que,

1. Soit f 2 Bsp;q (Rn) ; alors f 2 S
0
(Rn) et

�P
j�0 2

sjq kQjfkqp
� 1
q
converge. On a s > t;

alors 2tj < 2sj; donc  X
j�0

2tjq kQjfkqp

! 1
q

�
 X
j�0

2sjq kQjfkqp

! 1
q

;

et on a kfkBsp;q <1 , ce qui donne f 2 Btp;q (Rn) donc on trouve

kfkBtp;q � c kfkBsp;q :

2. D�après l�inégalite de Bernstein on a

kQjfkr � c2
jn( 1p�

1
r ) kQjfkp ; r � p:

On pose r = p2; p = p1 , donc

kQjfkp2 � c2
jn
�
1
p1
� 1
p2

�
kQjfkp1 ;

alors
2js2 kQjfkp2 � c2

j
�
s2�s1+n( 1p1�

1
p2
)
�
2js1 kQjfkp1

� c2
jn
�
s2+n(

1
p1
� 1
p2
)�s1

�
2js1 kQjfkp1

� c2
j
�
s2+n(

1
p1
� 1
p2
)�s1

� �P
j�0 2

js1q1 kQjfkq1p1
� 1
q1 :

Donc  X
j�0

2js2q2 kQjfkq2p2

! 1
q2

�
 X
j�0

2
j
�
s2+n(

1
p1
� 1
p2
)�s1

�
q2

! 1
q2

kfkBs1p1;q1 ;

et on a la série
P

j�0 2
jn
�
s2+

1
p1
� 1
p2
�s1

�
q2 converge si s2+n( 1p1 �

1
p2
)�s1 < 0; donc on obtient

kfkBs2p2;q2 � c kfkBs1p1;q1 :

3. D�après l�inégalité de Bernstein , on a

kQjfkr � c2
jn( 1p�

1
r ) kQjfkp ; r � p;

7



1.3. Quelques inégalités

car supp dQjf � f� 2 Rn : j�j � c2jg : On pose r = p2; p = p1
kQjfkp2 � c2

j
�
n
p1
� n
p2

�
kQjfkp1

� c2
j
�
t+ n

p1
� n
p2
�s
�
2js kQjfkp1 ;

ce qui donne  X
j�0

2jtq kQjfkqp2

! 1
q

� c2j
�
t+ n

p1
� n
p2
�s
� X

j�0
2jsq kQjfkqp1

! 1
q

;

donc

kfkBtp2;q � c kfkBsp1;q ;

car 2j
�
t+ n

p1
� n
p2
�s
�
� 1; si t+ n

p1
� n

p2
� s � 0; ce qui implique t� n

p2
� s� n

p1
:

4. Comme L1 (Rn) � S
0
(Rn) ; alors f =

P
j�0Qjf dans S 0(Rn) donc

kfk1 �
P

j�0 kQjfk1
� c

P
j�0 2

j n
p kQjfkp (inégalité de Bernstein)

� c
P

j�0 2
j(np�s)

�
2js kQjfkp

�
� c

�P
j�0 2

j(np�s)q0
� 1
q0
�P

j�0 2
qjs kQjfkqp

� 1
q

(inégalité de Hölder)

� c
�P

j�0 2
j(np�s)q0

� 1
q0 kfk

Bsp;q
;

et la série
�P

j�0 2
j(np�s)q0

� 1
q0
converge, si n

p
� s < 0 ( c�est-à-dire, n

p
< s), donc

kfk1 � c kfkBsp;q :

Théorème 1.3.3 [Inégalité de Gaglirdo-Niremberg]

Soient 1 � p; q � 1; s 2 R et 0 < � < 1: Alors on a

B
s
�
p�;�q (R

n) \ L1 (Rn) ,! Bsp;q (Rn) ;

avec

kfk
Bsp;q

� c kfk1��1 kfk�
B

s
�
p�;�q

:

8



1.4. Les espaces de Besov homogènes _Bsp;q (Rn)

Preuve. On part de cette inégalité

kfk
p
� c kfk1��1 kfk��p ;

et on applique cette formule à Qjf

kQjfkp � c kQjfk
1��
1 kQjfk��p ; (1.3.5)

et par l�hypothése kQjfk1 � c kfk1 , on a

kQjfkp � c kfk
1��
1 kQjfk��p ; (1.3.6)

on a alors

kfk
Bsp;q

� c
 
(
X
j�0

2sjq(kfk1��1 kQjfk��p)
q

! 1
q

;

ce qui implique

kfk
Bsp;q

� c kfk1��1 (
X
j�0

2sjq kQjfk�q�p)
1
q :

Par conséquent, on a

kfk
Bsp;q

� c kfk1��1 kfk�
B

s
�
p�;q�

:

1.4 Les espaces de Besov homogènes _Bsp;q (Rn)

On note par P1 (Rn) l�ensemble de tout les polynômes dans Rn, et par S1 (Rn) l�ensemble
des fonctions f 2 S(Rn) telle que hf; ui = 0;8u 2 P1 (Rn), i.e.Z

Rn
f(x)u(x)dx = 0; 8u 2 P1 (Rn) :

On pose alors S 01(Rn) l�espace dual de S1(Rn), c�est l�espace des distributions tempérées
modulo les polynômes, i.e.

8f 2 S 01(Rn) : jhf; 'ij < +1; 8' 2 S1(Rn):

9



1.4. Les espaces de Besov homogènes _Bsp;q (Rn)

Dé�nition 1.4.1 Soient 0 < p; q � 1 et s 2 R; l�espace de Besov homogène noté _Bsp;q (Rn)
est l�ensemble des fonctions f 2 S 0

1 (Rn) telle que

kfk _Bsp;q :=

8><>:
�P

j2Z 2
sjq kQjfkqp

� 1
q
< +1; pour q 6=1

sup
j2Z

�
2sj kQjfkp

�
< +1; pour q =1:

1.4.1 Quelques propriétés fondamentales

Les propriétés suivantes sont véri�ées, voir par exemple [5];[6].

(i) ( _Bsp;q (Rn) ; k:k _Bsp;q) est un espace de Banach si p; q � 1.

(ii) _Bs1;1 (Rn) = _Cs (Rn) si s 2 R+�N est l�espace de Hölder homogène.

(iii) _Bmp;q (Rn) = _Wm
p (Rn), 8m 2 N est l�espace de Sobolev homogène.

Proposition 1.4.1 On a

1. Soient s 2 R; 1 � p � 1; 1 � q � 1; alors

S1 (Rn) ,! _Bsp;q (Rn) ,! S 0

1 (Rn) :

2 . Soient s 2 R , 1 � p � 1; 1 � q1 � q2 � 1; alors

_Bsp;q1 (R
n) ,! _Bsp;q2 (R

n) :

3. Soient s1; s2 2 R, telle que s1 < s2, 1 � p1 � p2 � 1; 1 � q � 1 avec

s1 � n
p1
= s2 � n

p2
; alors

_Bsp1;q (R
n) ,! _Bsp2;q (R

n) :

Preuve. Voir [5] :

Théorème 1.4.1 (Nikol�skii) Soient s 2 R; 1 < p; q � 1: Soient a; b des réels tel que
0 < a < b . Soit (uj)j2Z une suite dans S 0(Rn) telle que
� supp ûj � f� 2 Rn : a2j � j�j � b2jg :

� A :=
�P

j2Z 2
sjq kujkqp

� 1
q
< +1:
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1.5. Relation entre Bsp;q (Rn) et _Bsp;q (Rn)

Alors la série
P

j2Z uj converge dans S 01(Rn) et on a




X
j2Z

uj







_Bsp;q

� cA;

où c dépend uniquement de s; p; q; a; b et n:

Preuve. Voir [6].

Proposition 1.4.2 Soient 1 � p; q � 1 et s 2 R. Il existe deux constantes c2; c1 > 0;

telle que

c1 kfk _Bsp;q � �
n
p
�s kf (�(�))k _Bsp;q � c2 kfk _Bsp;q ;

pour tout f 2 _Bsp;q (Rn) et tout � > 0:

Preuve. Voir [5] et [10] pour les cas non homogènes.

1.5 Relation entre Bsp;q (Rn) et _Bsp;q (Rn)

Il existe un lien de passage entre les espaces de Besov homogènes et non homogènes, au

moins pour s > 0, c�est le théorème suivant :

Théorème 1.5.1 Soient 1 � p; q � 1 et s � 0: Alors f 2 Bsp;q (Rn) si et seulemnt si, on
a f 2 Lp (Rn) et f 2 _Bsp;q (Rn) ; de plus il existe c1; c2 > 0 telle que

c1 kfkBsp;q � kfkp + kfk _Bsp;q � c2 kfkBsp;q ; 8f 2 Bsp;q (Rn) :

Preuve. a) Soit f 2 Bsp;q (Rn) donc

kfkBsp;q =
�P

j�0 2
sjq kQjfkqp

� 1
q

�
�P

j2Z 2
sjq kQjfkqp

� 1
q

kfk _Bsp;q

donc

kfkBsp;q � kfkp + kfk _Bsp;q : (1.5.1)
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1.5. Relation entre Bsp;q (Rn) et _Bsp;q (Rn)

b) Soit f 2 S 0
(Rn), telle que kfkp + kfk _Bsp;q <1 et par l�inégalité de Hölder on a

kfkp =



Pj�0Qjf





p

�
P

j�0

�
2sj kQjfkp

�
2�sj

�
�P

j�0 2
qsj kQjfkqp

� 1
q
�P

j�0 2
�sjq0

� 1
q0

� kfkBsp;q
�P

j�0 2
�sjq0

� 1
q0
;

et la série
P

j�0 2
�sjq0 converge si s > 0; donc

kfkp � c kfkBsp;q ; (1.5.2)

et

kfk _Bsp;q =
�P

j2Z 2
qsj kQjfkqp

� 1
q

�
�P

j�0 2
qsj kQjfkqp

� 1
q
+
�P

j�0 2
qsj kQjfkqp

� 1
q

� kfkBsp;q + c1 kfkp
�P

j�0 2
qsj
� 1
q

(car: kQjfkp � c kfkp);

� kfkBsp;q + c2 kfkp (car:
�P

j�0 2
qsj
� 1
q
<1 si s > 0

� kfkBsp;q + c3 kfkBsp;q ;

ce qui implique

kfk _Bsp;q � c4 kfkBsp;q : (1.5.3)

de (1.5.2) et (1.5.3) on a

kfkp + kfk _Bsp;q � c
0 kfkBsp;q ; (1.5.4)

de (1.5.1) et (1.5.4) on a

1

c0

�
kfkp + kfk _Bsp;q

�
� kfkBsp;q � kfkp + kfk _Bsp;q :

Alors

kfkBsp;q � kfkp + kfk _Bsp;q :

Remarque 1.5.1 Le théorème 1.5.1 a une forme plus générale quand 0 < p; q � 1; c�est
avec la condition

s > max(
n

p
� n; 0);

nous référons au [13] pour plus de détails.
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1.6. Exemples

1.6 Exemples

Exemple 1.6.1 Si f 2 S (Rn) ; alors par l�inégalité kQjfkp � c2�jN ; pour j � 0 et

8N 2 N, alors f (x) = e�jxj
2

2 Bsp;q(Rn): En e¤et,

kQjfkp � c2�jN 8N 2 N; j � 0
2js



Qje�jxj2




p
� c2�nj(N�s)�P

j�0

�
2js



Qje�jxj2




p

�q� 1
q

�
�P

j�0 c2
�nj(N�s)q

� 1
q




e�jxj2



Bsp;q

�
�P

j�0 c2
�nj(N�s)q

� 1
q
avec jxj =

p
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
n

et on a la série
P

j�0 c2
�nj(N�s)q converge si N � s > 0, alors e�jxj2 2 Bsp;q (Rn) :

Exemple 1.6.2 On a f := � 2 S 0
(Rn) (où � est la masse de Dirac). En e¤et,

Qjf(x) = 2j
R
Rn F

�1
 (2j (x� y)) f (y) dy
= 2j hf;F�1
 (2j (x� :))i ;

alors on a
Qj� = 2j h�;F�1
 (2j (x� :))i

= 2F�1
 (2j (x� 0))
= 2jF�1
 (2jx) ;

donc
kQj�kp = 2j

�R
Rn jF

�1
 (2jx)jp dx
� 1
p

= 2j(1�
1
p)
�R
Rn jF

�1
 (y)jp dy
� 1
p

= 2j(1�
1
p) kF�1
kp ;

ce qui implique

kQj�kp � c2
j(1� 1

p); 1 � p � 1:

On a aussi
kQj�kp � c2j(1�

1
p)

2sj kQj�kp � c2(s+1�
1
p)j�P

j�0 2
sjq kQj�kqp

� 1
q � c

�P
j�0 2

(s+1� 1
p)qj
� 1
q
;

d�où la série
P

j�0 2
(s+1� 1

p)qj converge dans les cas suivants:
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1.6. Exemples

- Si s+
�
1� 1

p

�
< 0 =) s < 1

p
� 1 ; alors � 2 Bsp;q (R) ;

- Si s+
�
1� 1

p

�
= 0 et q =1; c�est-à-dire s = 1

p
� 1 et q =1; alors on a

2sj kQj�kp � sup
j�0

2sj kQj�kp

= k�kBsp;1 :

Donc 8<: � 2 Bsp;q (Rn) si s <
�
1
p
� 1
�
; 1 � p � 1 , 1 � q <1;

� 2 Bsp;q (Rn) si s =
�
1
p
� 1
�
; 1 � p � 1; q =1:

Si n � 2 on a les résultats8<: � 2 Bsp;q (Rn) si s < n
�
1
p
� 1
�
;

� 2 Bsp;1 (Rn) si s = n
�
1
p
� 1
�
:
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Chapitre 2

Les fonctions puissances

Nous allons étudier la fonction f�(x) = g(x) jxj� où dans un premier cas g(x) = 1 et en

deuxième cas nous prendrons g�(x) = �(x)(� log jxj)�� avec �; � 2 R et � est dé�nit au

chapitre précédent.

Dans le cas où g�(x) on a une singularité local en x = 0:

2.1 Etude de la fonction f�(x) := jxj�

Dans cette section, nous examinons l�appartenence de la fonction f�(x) := jxj� dans l�espace
de Besov.

Proposition 2.1.1 On peut remplacer dans la De�nition 1.2.1 la fonction 
 par une autre

fonction ~
 de même type, c�est-à-dire, ~
 2 D(Rn) telle que 0 =2 supp ~
; ~
 paire et radiale .

Preuve. Soit f�(x) = jxj� ; alors bf�(�) = c j�j�n�� en e¤et
comme f�(�x) = �

� jxj� = ��f�(x);8� > 0
alors on a
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2.1. Etude de la fonction f�(x) := jxj�

f̂�(�) =
R
e�ix� jxj� dx

= �n+�
R
e�i�y� jyj� dy ,

8<: x := �y

dx := �ndy

= �n+�f̂�(��) (8� > 0):

Choisissons � = 1
j�j on obtient

f̂�(�) = c0 j�j�n�� ;

Pour justi�er l�existence de c0 2 R , on a f est une fonction radiale,
donc f̂ est aussi , c-à-d

f̂�(�) = g(j�j);

avec g : R+ ! C , g( �j�j) = g(1) = c0:

On a

dQjf�(�) = c j�j�n�� (
2�j�)

= c2�j(a+n)(
��2�j������n 
(2�j�)):

On pose

~
(�) = j�j�n�� 
(�):

Donc dQjf�(�) = c2�j(�+n)~
(2�j�);
On trouve

Qjf(x) = c2�j(�+n) F�1 ~
(2�jx)2jn

= c2�j� F�1 ~
(2�jx):
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2.2. Etude de la fonction f�(x) := �(x) jxj�

Alors

kQjfkp = c2�j�


F�1 ~
(2�j�)




p

(2.1.1)

= c2�j(�+n)


F�1 ~





p

Ce qui donne

2j(�+n) kQjfkp = c


F�1 ~
(2�j:)




p
= c0:

On passe au supj2Z, on trouve8<: kfk _B�+np;1
< +1

supj�0B
�+n
p;1 (Rn) < +1

:

D�aprés la proposition 2.1.1 on obtient

kQjfkp = c
02j(s���n):

Si j � 0 et s� �� n < 0; alors X
j�0
(2js kQjfkp)

q

! 1
q

< +1:

Donc
f 2 Bsp;q (Rn) si s < � + n;

f 2 B�+np;1 (Rn) si s = �+ n :

2.2 Etude de la fonction f�(x) := �(x) jxj�

Dans cette section, nous allons étudier la fonction f�(x) := �(x) jxj� dans l�espace de Besov
non homogène où la fonction � est dé�nit dans le chapitre 1 (section 1.1). Sa démonstration

existe dans la référence [10].

Proposition 2.2.1 Soient 1 � p; q � 1 et s 2 R: Soit M 2 N telle que M > s >

(0; n=p� n)+: Si f 2 Lp, alors la norme

kfkp +
�Z

Rn
jhj�sq



�M
h f


q
p

dh

jhjn
�1=q

; 8h 2 Rn;

est une norme équivalente dans Bsp;q (Rn) :
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2.2. Etude de la fonction f�(x) := �(x) jxj�

Preuve. Voir [13].

Théorème 2.2.1 ([10]) Soient s > 0 et � 6= 0: Alors

f� 2 Bsp;q (Rn) , si et seulement si s <
n

p
+ � ou s =

n

p
+ � et q =1 (2.2.1)

Remarque 2.2.1 Le théorème 2.2.1 ainsi que sa démonstration suivante sont dûe à Runst

et Sickel [10]

Preuve. Etape 1. Condition su¢ sante. Soit M 2 N; un nombre entier assez grand.
Soit M � jhj < 1

4
telle queZ

jxj�2M jhj

���M
h f�(x)

��p dx � c

Z 3M jhj

0

r�prn�1dr (2.2.2)

� c jhj�p+n ,

avec c est indépendant de h: En utilisant l�inégalité���M
h f�(x)

�� � c jhjM max
j
j=M

sup
jx�yj�jhjM

jD
f�(y)j : (2.2.3)

Si 0 =2 fy 2 Rn : jx� yj � jhjMg et

jD
f�(x)j � c jxj��M ; j
j =M � 1:

Alors on obtient Z
jxj>2M jhj

���M
h f�(x)

��p dx (2.2.4)

� c

j0X
j=1

Z 2(j+1)M jhj

2jM jhj
jhjMp (jM jhj)(��M)prn�1dr

� c jhj�p+n
j0X
j=1

jn�1+(��M)p,

où j0 est dé�nit comme le plus petit entier tel que

2(j0 + 1)M jhj > 3=2: (2.2.5)

Puisque jhj � " ; et on suppose que 2(j0 + 1)M jhj < 1
2
pour " > 0. Donc

j0X
j=1

jn�1+(��M)p � C . (2.2.6)
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2.3. Etude de la fonction f�;� (x) := g�(x) jxj�

D�après 2.2.4 et 2.2.6, on trouveZ
jxj>2M jhj

���M
h f�(x)

��p dx � C jhj�p+n : (2.2.7)

En conséquence, 2.2.2 et 2.2.7 donneZ
jhj<"

jhj�(
n
p
+�)q



�M
h f�



q
p

dh

jhjn � C
Z "

0

r�1dr <1:

Etape 2. Condition nécessaire. De même si s = n
p
+� . A partir de f� 2 Bsp;q (Rn), il existe

r > 0 telle que

f� 2 B
s�n( 1

p
� 1
r
)

r;q (Rn) , max(1; p) < r <1 , 0 < s� n(1
p
� 1
r
) < 1;

et en utilisant la Proposition 1.3.3. D�aprés la Proposition présédente, la norme de l�espace

de B
s�n( 1

p
� 1
r
)

r;q (Rn) est bornée par�Z
jhj�"

jhj�(s�
n
p
+n
r
)q


�1

hf�


q
r

dh

jhjn
� 1

q

: (2.2.8)

En appliquant l�inégalité

jjxj� � jx+ hj�j > c jhj� ;

avec x = (x1 ; :::; xn), h = (h1 ; :::; hn) 2 Rn; xi � 0; hi � 0; i = 1; :::; n et jxj � jhj
M
< h0;

pour tout c > 0 et tout M > 0 on obtientZ
jhj<"

jhj�(s�
n
p
+n
r
)q


�1

hf�


q
r

dh

jhjn �
Z r0

0

dt

t
=1:

On observant 2.2.8 ceci véri�ée f� =2 Bsp;q (Rn) :

2.3 Etude de la fonction f�;� (x) := g�(x) jxj�

Nous allons étudier la fonction f�;�(x) := g�(x) jxj� telle que g�(x) := �(x)(� log jxj)�� dans
l�espace de Besov:

Théorème 2.3.1 Soient s > 0 et � 6= 0: Si � > 0; alors

f�;� 2 Bsp;q (Rn) si et seulement si s <
n

p
+ � ou s =

n

p
+ � et q� > 1: (2.3.1)
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2.3. Etude de la fonction f�;� (x) := g�(x) jxj�

Remarque 2.3.1 Comme dans la remaque 2.2.1, le théorème 2.3.1 ainsi que sa preuve sont

dûe à Runst et Sickel [10].

Preuve. Etape 1. Condition su¢ sante. Soit � > 0 etM un nombre entier assez grand.

Soit M � jhj < 1
4
telle queZ
jxj�2M jhj

���M
h f�;�(x)

��p dx � c

Z 3M jhj

0

r�prn�1(� log r)��pdr (2.3.2)

� c jhj�p+n (� log jhj)��p,

avec c est indépendant de h: En utilisant l�inégalité���M
h f�;�(x)

�� � c jhjM max
j
j=M

sup
jx�yj�jhjM

jD
f�;�(y)j :

Si 0 =2 fy : jx� yj � jhjMg et

jD
f�;�(x)j � c jxj��M (� log jhj)��, j
j =M � 1:

Alors on obtientZ
jxj>2M jhj

���M
h f�;�(x)

��p dx � c j0X
j=1

Z 2(j+1)M jhj

2jM jhj
jhjMp (jM jhj)(��M)p jlog(jM jhj)j��p rn�1dr

� c jhj�p+n
j0X
j=1

jn�1+(��M)p jlog(jM jhj)j��p ;

avec j0 est dé�nie comme le plus petite entier telle que

2(j0 + 1)M jhj > 3=2;

puisque jhj � " nous pouvons supposer 2(j0 + 1)M jhj < 1
2
pour " > 0. Donc

j0X
j=1

jn�1+(��M)p jlog(jM jhj)j��p � C jlog jhjj��p , (2.3.3)

Pour M assez grand, encore c est indépendant de h. D�après 2.2.4 et 2.2.6, on trouve queZ
jxj>2M jhj

���M
h f�;�(x)

��p dx � C jhj�p+n (� log jhj)��p: (2.3.4)

En conséquence, 2.3.2 et 2.3.4 prouvent queZ
jhj<"

jhj�(
n
p
+�)q



�M
h f�;�



q
p

dh

jhjn � C
Z "

0

r�1 jlog rj��p dr <1
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2.4. Etude de la fonction f�;� (x) := jlog jxjj� (log (log jxj))�� '(jxj)

Si �q > 1, le même démonsration.

Etape 2. Condition nécessaire.. Nous travaillons encore avec � > 0. Soit s = n
p
+ � . A

partir de f�;� 2 Bsp;q (Rn), nous dérivons l�existence de certains r > 0 telle que

f�;� 2 B
s�n( 1

p
� 1
r
)

r;q (Rn) , max(1; p) < r <1 , 0 < s� n(1
p
� 1
r
) < 1:

et en utilisant la Proposition 1.3.3. D�aprés la Proposition présédente, la norme de l�espace

de B
s�n( 1

p
� 1
r
)

r;q (Rn) est borné par�Z
jhj�"

jhj�(s�
n
p
+n
r
)q


�1

hf�;�


q
r

dh

jhjn
� 1

q

: (2.3.5)

En appliquant l�inégalité

��jxj� (� log jxj)�� � jx+ hj� (� log jx+ hj)���� > c jhj� (� log jhj)��:
où x = (x1 ; :::; xn), h = (h1 ; :::; hn) 2 Rn; xi � 0; hi � 0; i = 1; :::; n et jxj � jhj

M
< h0 pour

tout c > 0 et tout M > 0; on obtientZ
jhj<"

jhj�(s�
n
p
+n
r
)q


�1

hf�;�


q
r

dh

jhjn �
Z r0

0

(� log t)��q dt
t
=1:

On observant 2.3.5 ceci véri�ée f�;� =2 Bsp;q (Rn) : Ceci termine la preuve du théorème.

2.4 Etude de la fonction f�;� (x) := jlog jxjj� (log (log jxj))�� '(jxj)

Soit la fonction � de classe C1 sur R telle que �(x) = 1 pour x � e�3 et �(x) = 0 pour

x � e�2. For (�; �) 2 R2, on dé�nit la fonction f sur Rn par

f�;�(x) := jlog jxjj� (log (log jxj))�� �(jxj); x 2 Rn: (2.4.1)

Le théorème suivant est donné par G. Bourdaud voir [4, Prop. 2]. Soit Uq est l�ensemble

de (�; �) 2 R2 telle que:
� � = 1� 1=q et � > 1=q, ou � < 1� 1=q, dans le cas 1 < q <1,
� � = 0 et � > 0, ou � < 0, dans le cas q = 1,
� � = 1 et � � 0, ou � < 1, dans le cas q =1.
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2.4. Etude de la fonction f�;� (x) := jlog jxjj� (log (log jxj))�� '(jxj)

Proposition 2.4.1 Soient (�; �) 2 R2. Alors la transformée de Fourier de la fonction f�;�
est indé�niment di¤érentiable sur Rn et satisfait

�k( bf)(�) = O �j�j�n�2k(log j�j)��1(log(log j�j))��� ;
quand j�j ! 1, pour tout k 2 N . Dans le cas � = 0, l�éstimation ci-dessus peut être

améliorée comme suit:

�k( bf)(�) = O �j�j�n�2k(log j�j)�1(log(log j�j))���1� :
Preuve. Voir [4, Prop. 1].

Théorème 2.4.1 Si 1 � p; q � +1, alors f�;� 2 Bn=pp;q (Rn) si et seulement si (�; �) 2 Uq:

Preuve. Voir [4, Prop. 1].
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Chapitre 3

Application à la composition

Nous rappelons quelques résulats dûe à G. Bourdaud, M. Moussai, W. Sickel [5], D. Kateb

[8], G. Bourdaud,Y. Meyer [2] dans le cas � = 1 et 0 < s < � + 1
p
et G. Bourdaud [3],W.

Sickel [11] dans le cas � < 1 et quelques exemples de fonctions puissances qui opèrent par

composition dans les espaces de Besov non homogène et de Sobolev. Nous allons étudier

l�opérateur Tf : g 7�! f � g où f : R �! R; et en cas particulier, on donne quelques

propriétés sur l�opérateur f �! jf j� :

3.1 Fonctions puissances

Nous rappelons que la valeur absolue a été étudier par G. Bourdaud et Y. Meyer, voir [2]

Théorème 3.1.1 Soient 1 � p � 1 et � > 1: Supposons que

m < �+
1

p
; m 2 N:

Alors il existe une constante c > 0 telle que

kjf j�kWm
p (Rn)

� c kfkWm
p (Rn)

kfk��11 ;

pour tout f 2 L1(Rn) \Wm
p (Rn):

Preuve. Voir [8].

Dans le cas de l�espace de Besov nous avons le résultat suivant:
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3.2. Fonctions puissances modi�ées

Théorème 3.1.2 Soient 1 � p; q � 1. Soient � > 1 et 0 < s < �+ 1
p
; alors il existe une

constante C > 0 telle que

kjf j�kBsp;q(Rn) � C kfkBsp;q(Rn) kfk
��1
1 ,

pour tout f 2 Bsp;q(Rn) \ L1(Rn):

Preuve. Voir aussi [8].

Théorème 3.1.3 Soient 1 � p; q � 1; et 0 < s < 1 + 1
p
, alors il existe une constante

c > 0 telle que

kjf jkBsp;q(Rn) � c kfkBsp;q(Rn) ;

pour tout f 2 Bsp;q(Rn):

Preuve. Voir [2] .

Théorème 3.1.4 Soient 0 < � < 1; 1 � p � 1; 1 � q � 1 et 0 < s < 1+ 1
p
, alors il existe

une constante C > 0 telle que

kjf j�kBS�p
� ;

q
�
(Rn) � C kfk�Bsp;q(Rn) ,

pour tout f 2 Bsp;q(Rn)

Preuve. voire [10] .

3.2 Fonctions puissances modi�ées

Dé�nition 3.2.1 Si E est un espace de distributions dans Rn, on appelle Eloc l�ensemble

des distributions f 2 D0
(Rn) telle que 'f 2 E pour tout ' 2 D(Rn):

Maintenant, on introduit l�ensemble :

Jp :=

8<:
h
1
2
�
q

1
p
� 3

4
; 1
2
+
q

1
p
� 3

4

i
si p � 4

3
;

; si p > 4
3
:
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3.2. Fonctions puissances modi�ées

Exemple 3.2.1 Supposons que � > 1 et � =2 2N, et on dé�nit

f�(t) := jtj� , t 2 R .

Soient 1 < p < 1 et 1 � q � 1: Alors f� 2 Bs;locp;q (R) si et seulement si s < � + 1
p
ou

s = �+ 1
p
et q =1 voir par exemple [10, 2.3.1]. Donc on conclut que

kjgj�kBsp;q(R) � c kgk�Bsp;q(R) , 8g 2 Bsp;q(R): (3.2.1)

avec la constante c indépendant de la fonction g, s et p :

1

p
< s� [s] et 1 < p � q(s� [s]� 1

p
+ 1);

ou

s� [s] � 1

p
; 1 < p � q(s� [s]� 1

p
+ 2) et s� [s] + 1� 1

p
=2 Jp;

si s � �+ 1
p
. En outre, nous avons le cas suivant

kjgj�k
B
�+1

p
p;1 (R)

� c kgk�
B
�+1

p
p;1 (R)

, 8g 2 B�+
1
p

p;1 (R): (3.2.2)

Les premiers résultats dans cette direction ont été obtenus par Kateb [8] et [10]. Des résultats

complémentaires sont obtenus si la fonction f� est remplacée par

~f� (t) := t jtj��1 ; t 2 R;

ou

�f� (t) := (max (t; 0))
� ; t 2 R.

Exemple 3.2.2 Nous avons la même chose avec la fonction f�;� dé�nie par :

f�;�(t) := '(4t) jtj� (� log jtj)��, t 2 R:

Soit 1 < p < 1 et 1 � q � 1 Dans le cas des espaces de Besov, il est vrai que f�;� 2
Bs;locp;q (R) si seulement si s < �+ 1

p
ou s = �+ 1

p
et s < 1

q
: voir [5].

Il existe d�autre exemples de fonctions f telle que f � g 2 Bsp;q(R);8g 2 Bsp;q(R); nous
donnons les références [10], [8].
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3.3. Autres exemples

3.3 Autres exemples

� Pour la fonction .f(t) = tm , m = 2; 3; :::; on a

Théorème 3.3.1 Supposons que Bsp;q(Rn) � L1(Rn) alors

kgmkBsp;q(R) � c kgk
m
Bsp;q(R)

:

Preuve. Voir [10, page 312].

Remarque 3.3.1 Nous rappelons que Bsp;q(Rn) � L1(Rn) si et seulement si on a :

s > n
p
ou s = n

p
et 0 < q � 1:

Si m = 2; alors



g2


Bsp;q(R)

� c kgk2Bsp;q(R) :

Ce qui donne

kf � gkBsp;q(R) � c kfkBsp;q(R) kgkBsp;q(R) :

� Considérons maintenant la fonction f�(t) = jtj�, � > 1:

Théorème 3.3.2 Supposons que 0 < s < � alors

kjgj�kB�p;q � c kgkBsp;q kgk��11 ,8g 2 Bsp;q \ L1:

Preuve. Voir [10, page 364].

Remarque 3.3.2 Le théorème 3.3.2 reste vrai si on remplace f� par la fonction ~f�(t) =

t jtj
��1 ; ce qui donne



jgj��1


B�p;q(R)

� c kgkBsp;q(R) kgk
��1
1 :
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� Considérons maintenant la fonction .f�(t) = jtj�, � < 1:

Théorème 3.3.3 Supposons que 0 < s < 1; 1 � p; q � 1; alors

kjgj�kB�sp
� ;

q
�
(R)� c kgk

�
Bsp;q(R)

, 8g 2 Bsp;q \ L1:

Preuve. Voir [10, page 365].

Corollaire 3.3.1 Supposons que 0 < s < 1; 1 � p; q � 1; alors

kjgj�kB�sp
� ;

q
�
(R)� c(1 + jsup p(g)j)

1��
p kgk�Bsp;q(R) , 8g 2 Bsp;q(R) à support compact:

Preuve. Voir [10, page 366] .
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