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Notations

e Pour a € N", |a] = a1 +ag + ... + . La dérivée partielle g ool est notée par 0% f

10N Ty,
ou Df.

e Pour f € L'(R") sa transformée de Fourier est

F1(©) = 7€) = [ expl-iz- O f(a)n

et sa transformée de Fourier inverse est

Ffe) = @ [ expli- 9f(de

n

e Pour z,{ € R" alors - £ = > x; - & est le produit scalaire usuel sur R".
i=1
o frg:= [0, f(- —y)g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.

e Soient A; et A; deux espaces de Banach, on dit que A; — A, s'il existe ¢ > 0, telle que :

1fllay < cllflla, > (Vf €Ay,

e p’ est 'exposant conjugué de p (]% + 1% =1).

e Si f:R"— C,supp f est le support de f.
e I’ est I'espace dual de E.

o L7 (R") : est I'espace des fonctions mesurables f telles que

1

i, = ([ werar)” <o

o L! (R") est I'espace des fonctions localement intégrable sur R™.

loc

e (1 (R™) : est I'espace des suites (a)y telle que

(@)l = (Z w) <.

v



Notations

e Soient 1 < p,q < oo, (9(LP) désigne I'espace des suites {f;}, C S’ (R™) qui vérifient

1 oo = (ankng) <o,
k=0

e D(R") = C§°(R™) est I'espace des fonctions C*°(R") & support compact.
e D'(R") est I'espace des distributions.

e S(R™) est 'espace des fonctions C>°(R™) & décroissance rapide sur R" .
e S'(R") est I'espace des distributions tempérées.

o W' (IR") est I'espace de Sobolev telle que

WHMR™) :={feSR"):0f € LP(R"), |af <m}, avec

p

1l = > 10°F1-

lo]<m
e Opérateurs de différences: Ay f (z) == f(x + h) — f (), A = Ay et AP = A, 0 AT,

et la formule d’order m est

A7) = 30 (") e -



Introduction

Les espaces de Besov B; (R") sont obtenus a partir de la théorie de Littlewood-Paley,
ils sont formés par la norme dans [ (N) des séries dans L, (R"), ils sont aussi l'interpolation
des espaces de Sobolev.

Ces espaces ont plusieurs propriétés, d’interpolation, d’inclusion, des traces, ...etc, comme
par exemples :

(BSl B )o,q = By

P91 "7 Pyq2

pour 0 < <1, —-00<s;#s3<00,1<p,q1,q,q< o0,

Bt C B??

P11 P2,42
pour51>32et31—pﬂ1232—pﬂ2.

Nous référons principalement aux livres de Triebel [ [12], [13]] et Peetre [9] .

Certaines fonctions de I'espace B}, q(R”) ont des propriétés remarquables. A titre d’exemple
les fonctions puissances |z|* pour o € R, et les fonctions puissances avec des singularités
locales |z|* (log |x|)? pour |z| voisin de lorigine.

L’objet de ce mémoire sera donc d’étudier, & partir d’une étude bibliographique, les roles
des fonctions puissances dans les espaces de Besov.

Le premier chapitre nous rappelons les espaces de Besov homogenes et non homogeénes
dans lequel on va mentionner la méthode de Littlewood-Paley, quleques propriétés sur les
espaces de Besov et les espaces de Besov homogénes et non homogenes.

Dans un deuxiéme chapitre, nous nous intéresserons aux fonctions puissances dans les

espaces de Besov, ott nous allons étudier la fonction f, 5 = g(z) |z|” ot g(z) = p(x)(— log |z|)~°.

vi



Introduction

En dernier chapitre nous nous intéresserons & l’application & la composition dans les
espaces de Besov.

Enfin, nous signalons que ce travail est basé sur I'article de G. bourdaud [4] et le livre
de T.Runst et W.Sickel [10] . Mais cela n’a pas empéché 'utilisation d’autres références,

comme par exemples Triebel [[12], [13]], Peetre [9] , Kateb [§], ...

vil



Chapitre 1

Rappel sur les espaces de Besov

homogénes et non homogeénes

L’objectif de ce chapitre est de donner les définitions des bases des espaces de Besov ho-
mogeénes et non homogeénes, ainsi que quelques propriétés de ces espaces que nous aurons

besoin par la suite.

1.1 Meéthode de Littlewood-Paley

La décomposition de Littlewood-Paley est 'outil de base pour définir les espaces de Besov
homogenes et non homogenes, nous allons la rappeler. Nous notons qu’il s’agit d’écrire une
distribution tempérée quelconque sous forme d’une série convergente.

soit p une fonction de classe C*° (R"), positive, radiale (ou paire) sur R", et 0 < p < 1,

telle que
Losi <,

0 si [¢{[=>3
On pose

Y(€) = p(§) — p(28), VE € R™.

Remarque 1.1.1 Les deux fonctions p et v seront fixées le long de ce mémoire.



1.1. Méthode de Littlewood-Paley

Nous avons alors v € S(R") telle que

L suppy C{E €R": 3 < [§] < 5}

2. 7(€) 2 0 pour & < J¢ < 3.

3. 5,0 7(277) = 1. ¥ € R\ {0}.

Un calcul simple donne p(§) =1 — >, v(277¢).
Nous obtenons alors deux partitions de I'unité:

- partition non homogéne est:

)+ ) y(277¢) =1, VEER" (1.1.1)
j>1
- partition homogene est:
S 2 =1, veeR™\ {0}, (1.12)
JEZ

Nous remarquons que si on change 277¢ par 2777%¢ dans la partition homogéne, la somme ne
changera pas aux partitions 1.1.1 et 1.1.2. A cette partition, on associe une suite d’opérateurs

de convolutions notés Q; : S'(R") — C®(R") et Sy : S'(R") — C>®(R"), définis par

Qif () + = (F (@7 )= [f)(x), Vj=1,

Sef (@) + = (F U p(277) * f) (x), VE>0,

ou bien
F@Qif)(©) : =+279)F (), Vji>1,
F(Sf)(€) = =p27FO)F (), Vk>0,

avec la notation: Qy = Sp.

Si dans la relation 1.1.1 on change £ par 277¢ et on multiplie par f (€) on obtient

F€) p(275) + f(€) Y (2776 = f(©). (1.1.3)
j>k+1
En appliquant I'application F~!sur 1.1.3, on obtient

Sef+ Y. Qif = (1.1.4)

j>k+1



1.2. Les espaces de Besov B5 (R")

Pour £ = 0 on trouve

f= Sof+>_Qif

Jj=1
Proposition 1.1.1 Pour tout f € S'(R") (ou f € S(R™)), alors la décomposition de
Littlewood-Paley de f est définit par:

f= Sof+> Q;f
j>1
Proposition 1.1.2 Pour tout f € S, (R") (ou f € Sx(R™)), alors la décomposition de
Littlewood-Paley de f est définit par:

F=>_Q;f

JEZ

Il est facile de montrer que:

k
Skf:Zij , (VfeSR"), oufes(R).
=0

Remarque 1.1.2 Grdce a l'inégalité de Young, les opérateurs Sy et Qy sont bornés unifor-

mément sur LP(R™) pour tout p € [1,+0o0].

1.2 Les espaces de Besov B, (R")

Nous donnons dans cette partie les définitions de 1’espace de Besov et quelques propriétés

sur cet espace.

Définition 1.2.1 Soient 0 < p,q < oo et s € R, alors l’espace de Besov non homogéne

noté By (R™) est définit par:

1
(S5m0 27 1Qsf12)" < +00, pourq # oo,

1f] .
ity (P71Q,11,) < 400, powrg = e

s =
Bp,q



1.3. Quelques inégalités

1.3 Quelques inégalités

Lemme 1.3.1 [Inégalité de Hélder | Soient 1 < p,q,r < oo telle que (
pour tout f € LP(R™) et g € LY(R") ona f-ge€ L"(R") et

1,11
5t =1) alors

1S - gll, < 11f1l, lgll, - (1.3.1)

Lemme 1.3.2 [Inégalité de Young] Soient 1 < p,q,r < oo telle que %—i—% =141, alors
pour tout f € LP(R") et g € LY(R™) on a fx*xge L"(R") et

LF# gll, < {171, lall, - (1.3.2)

Lemme 1.3.3 [Inégalité de Bernstein] Soient 1 < p < r < +oo et R > 0. Alors il

existe une constante C = C (n,p,r) > 0, telle que pour tout f € LY (R™) vérifiant

supp Ff Cc{£ eR": | < R}

on ait
1

||f(a)HT < cRlaHnG=D) Ifll,, VaeN" (1.3.3)

Preuve. Pour la démonstration voir par exemple [3] ou [12, Remaraque 1.4.1/4, p. 23].

Cependant les Lemmes 1.3.1 et 1.3.2 sont classiques. =

1.3.1 Quleques propriétés sur les espaces de Besov

Proposition 1.3.1 Les propriétés suivantes sont vérifées :

(i) (B3 (R"): .15,

(i4) B, o (R") = C* (R") si s € R*\N, (est I'espace de Holder).

) est un espace de Banach si min(p,q) > 1.

(iii) B, (R") = H* (R"), Vs € R, (est I’espace de Sobolev).
Preuve. voir [ [12] , [13] et [10] ]. m

Proposition 1.3.2 Soient 1 < p,q < o0, s € R, alors

S(R") — B;  (R") — S (R").



1.3. Quelques inégalités

B, (R") < LP (R") si s > 0.

Preuve. Voir [ [1] et [9]]. =
Théoréme 1.3.1 Soient 1 < p,q < oo et s € R, alors S (R") est dense dans B}, (R").

Proposition 1.3.3 L’opérateur de dérivation 0%, envoie l’espace B, , (R") dans By (R™).

De plus, pour tout f € B, (R") on a

10 £

gzt S cllf] (1.3.4)

Bpq -
Preuve. Par I'inégalité de Bernstein on a

1Q; (0N, < 27 QI -

En passant a la norme dans B4 (R"); on obtient

(Z(w‘(*'a“q HQj(ﬁaf)HZ> << (Z 2@ 1 HZ) -

J=0 J=0

D’otu 'inégalité 1.3.4 . m
Théoréme 1.3.2 Soient 1 < p,r,q < oo, et s € R.
— %) et ¢ =1, alors
B (R") — L"(R").
Preuve. Comme L’ (R") C S'(R"), alors f = >0 Qjf dans S'(R") donc

Il < D o01Qf, + carr =1,
Jj=0
d’aprés 'inégalité de Bernestein, on obtient

STl <Y 26D Q1

Jj=20 Jj=0



1.3. Quelques inégalités

On peut aussi écrire:
S PETINQ;f, = e D PG (27 Qsf1,)
7>0 j=>0

par l'inégalité de Holder, on a

1 1
= =

P (2”||Qaf||)<c(ZW >) (ZQjSIIijHZ) ,

§>0 §>0 §>0

par conséquent

o3P @0 Q1) (S 2GIi

j=>0 j=>0

1 1 !
J(;—5—s)a 11 1_1_ o =
car 23202 P converge si - — 7 —s<0,ous— 3 —s=0etg=1 donc

171, < e

Proposition 1.3.4 .
1. Sis eR, tels que s >t, et1 <p,q< o0, alors
B, (R") — Bf,’q (R™).
2. 85seR 1<p<xcetl<q <qg <oo, alors
By, (R")— B> (R").

n

3. 5 s,teR, telsques>t, etl <g<oo,1<p <py<oo, et s—p—l t—p—Qalors
B: (R") — B! (R").

P1,9 P2,9

4.5 seR, etl1 <p<oo, 1< qg< oo, tel que g—5<0, alors



1.3. Quelques inégalités

B, (R") = L.

Preuve. On va montrer que,
1

1. Soit f € B, (R"), alors f € S (R") et <Zj20 2874 HijHf?); converge. On a s > t,
alors 2% < 2% donc
1

<§pWW%m$ g(XﬁmW&NQ'

j=0 J=0

et on a || f]| B;, < 00, ce qui donne f € B}, (R") donc on trouve

1£llgy, < el

B’
2. D’apres l'inégalite de Bernstein on a
(1 1
1Qif1l, < @ G=QifIl,. > p.

On pose r = py, p = p1 , donc

1 1

1Q:£1,, < @ Gimm) @711,

alors
. j(s2—s1+n(L—L '
i, < @G m)am o)
. 2GR i g, )
1
< @GR (5, e o)™
Donc

1

1 1
js q2 " j<52+n(L*i)*81)Q2 "
S gure ) < (S 20Gin .

Jj=0 Jj=0

. 1 1
- Jnl szt -—2-—51)q2 : 1 1 ;
et on a la série > 502 ( PL P2 ) converge si Sy —i—n(p—1 — p—2) — 51 < 0, donc on obtient

/]

B2

. <clfll;

1 .
1:91

3. D’apres I'inégalité de Bernstein , on a

(11
1Q; 11, < 2G5 Qi f1l,. =,



1.3. Quelques inégalités

car suppéj?C {EeR": || <c27}. Onpose r=py, p=ps

2 G75) 9,11,
< @PEE o, 1,

1Q; £,

IN

ce qui donne

Q-

<5 (Somiany,)

Jj=0

(Z 20t IIijIIZ2>

j=0
donc

1y, < el

s )
Bm,q

no_mn n

car2j(t+”1 P2 )gl, sit—i—pﬂl—pﬂ?—sg(),cequiimpliquet—p%§s—p—1.

4. Comme L (R") C S (R"), alors f = Y50 @;f dans S'(R") donc

e < >0 Qi f Nl
< e in0 27 Qi1 (inégalité de Bernstein)
< Y027 (210,61,

1 1
o

c (ijo 2]'(%*8)(1/)‘1 (ijo 205 (| Q, fug)q (inégalité de Holder)
1
¢ <ijo 2](5_8)(1 ) ! If

IN

IN

Y
s
BP»‘Z

»a\‘,_\

, . ] n_g q/ . N .
et la série (ijo 21(5) ) converge, si = — s < 0 ( c’est-a~dire, ¥ < s), donc

1l < el £l -

Théoréme 1.3.3 [Inégalité de Gaglirdo-Niremberg]
Soient 1 <p,g<oo,s€eRet 0<f < 1. Alorson a
B;[?Gﬂq (Rn) N LOO (Rn) - B;,q (Rn) )

avec

IF1,, < ellfll’ 17

0
s
0

S
Bp.q B
p8,0q



1.4. Les espaces de Besov homogénes B’; . (R")

Preuve. On part de cette inégalité

1-0 0
11 < ellflle™ 11, »

et on applique cette formule a @), f

Qi1 < cllQifI  1Q £, - (1.3.5)

et par hypothése [Q, /]| < ¢[lfll.. . on a

1Qf1, < ellfll” 1Q; 1l (1.3.6)

on a alors

Q=

I/

- ((Z 2991 fll” Hijng)"> ,

Jj=0
ce qui implique

1/

1-6 s Ogy\ 1
sy, SIS Qo 29711Qs f )7

J=0

Par conséquent, on a

If

1-6
e S cllflle A
p,q

0
]
BPG,qH

1.4 Les espaces de Besov homogénes Bziq (R™)

On note par Py, (R™) 'ensemble de tout les polynomes dans R", et par S, (R") I'ensemble
des fonctions f € S(R") telle que (f,u) = 0,Vu € Py (R"), i.e.

- f(@)u(z)de =0, VYue Py (R").

On pose alors S._(R™) l'espace dual de S (R"), c’est 'espace des distributions tempérées

modulo les polynémes, i.e.

Vf € SLR") : [{f,0)] < +o0, Vi € Sxo(R").



1.4. Les espaces de Besov homogénes B’; . (R")

Définition 1.4.1 Soient 0 < p,q < oo et s € R, l’espace de Besov homogéne noté B;,q (R™)
est l’ensemble des fonctions f € S (R") telle que

1

<Zjez 27 ||ij||f,) ' < 400, pourq# oo

1f 1l , = ‘
Bia sup (253 HijHp) < +00,  pour ¢ = 0.
je

1.4.1 Quelques propriétés fondamentales

Les propriétés suivantes sont vérifiées, voir par exemple [5],[6].

(i) (B;q (R™) ;||| Bz,q) est un espace de Banach si p,q > 1.
(ii) Bgom (R") = C* (R") si s € R"\\N est I'espace de Holder homogene.

(iii) B;’?q (R™) = W;]L (R™), Vm € N est 'espace de Sobolev homogéne.
Proposition 1.4.1 On a

1. Soient s e R, 1 <p <o0,1<qg< o0, alors
Sw (BRY) = B}, (R") — S (R").
2.S0ent seR,1<p<o0,1<q <q <00, alors

B (R") — B (R").

p,q1 p,q2

3. Soient s1,s59 € R, telle que s1 < 59, 1 < p; < pp < 00,1 < ¢ < o0 avec
sl—pﬁl:sg—p%,alors

B (R") — B° (R").

p1,9 p2,9

Preuve. Voir [5] . =

Théoréme 1.4.1 (Nikol’skii) Soient s € R,1 < p,q < oo. Soient a,b des réels tel que
0<a<b. Soit (uj)jez une suite dans S'(R™) telle que
e supp u; C {£ € R": a2l < |¢| < b27}.
1

o A= (szZ 9 ||ujy|g) " < too.

10



1.5. Relation entre B, (R") et B; . (R")

Alors la série Y, u; converge dans S, (R") et on a

2

JET

< cA,

s S
Bj.q

ot ¢ dépend uniquement de s,p,q,a,b et n.
Preuve. Voir [6]. =

Proposition 1.4.2 Soient 1 < p,q < oo et s € R. [l existe deux constantes cg,c¢1 > 0,

telle que

e llflls;, < A5IF ()

pour tout f € B;q (R™) et tout A > 0.

5, <l

2
prq

Preuve. Voir [5] et [10] pour les cas non homogeénes. =

1.5 Relation entre B, (R") et B;’q (R™)

Il existe un lien de passage entre les espaces de Besov homogénes et non homogeénes, au

moins pour s > 0, c’est le théoréme suivant :

Théoréme 1.5.1 Soient 1 < p,q < oo et s > 0. Alors f € By (R") si et seulemnt si, on
a feL,(R") etfe B;’q (R™); de plus il existe ¢y, co > 0 telle que

e [|f]

Bs, < || f] Bs,’ vfe B;,q (R).

s, < Ifl, + 171

Preuve. a) Soit f € B,  (R") donc

1

m = (T2 lQ015)"
< (S 2 1Quf15)"
1115,

/]

donc
(1.5.1)

/]

s, < 11, +11f)

e
BPJI

11



1.5. Relation entre B, (R") et B; . (R")

b) Soit f € S’ (R™), telle que || ], + | f]

||f||p = HZ]‘ZO ij

ps < 0o et par 'inégalité de Holder on a
p,q

‘p

< 220 (zsj ||fo||p> s |
< <2j20 9as] HQM“Z)E (ij?sjq,)q,
<

. v
115, (Zymo270) 7

L. ) .
et la série ) .., 27%7 converge si s > 0, donc

11, < cllf g, (15.2)
et
A 1
1£llsy, = (e 29 15 11)
1 1
< (L0297 1Q 1) + (52027 Qs 112) "
1
< g, +er Il (Sieo2)" Ccars 11Qsf1, < eI,
< Wl +eallfl,  (can: (5,2%7)" <oosis>0
< 1155, + s 1L,
ce qui implique
1£llgs, < callfllsy, - (1.5.3)
de (1.5.2) et (1.5.3) on a
11, + 15 g, < € 1S llgg (15.4)

de (1.5.1) et (1.5.4) on a

1
(U1, 17155,) < Wl < 1AL+ 171,
Alors
| f]

s, ~ 11, + 1]

By
|
Remarque 1.5.1 Le théoreme 1.5.1 a une forme plus générale quand 0 < p,q < oo, c’est
avec la condition
n
s > max(— —n,0);

p
nous référons au [13] pour plus de détails.

12



1.6. Exemples

1.6 Exemples

Exemple 1.6.1 Si f € S(R"), alors par l'inégalité HijHp < 27N pour j > 0 et
VN €N, alors f (z) = e e B (R™). En effet,

@71, < 2 e =0
2j5 Qje_‘x|2 S CQ_nj(N_S)
P ) )
q\ > 1
is e 2 q —n1 —8
(o] = ()
1
He_‘x|2 S (Zj>0 CZ—nj(N—S)q> a avec ‘x’ = \/QL‘% -+ CE% + ...+ l'%
B3 -

p.q

et on a la série Y. 27N converge si N — 5 > 0, alors el ¢ B, (R").

Exemple 1.6.2 On a f =6 € S (R") (o0 0 est la masse de Dirac). En effet,

Qif(x) = 20 [, F 'y (2 (z—y)) f(y)dy
= 2 (f, F 'y (2 (x—))),

alors on a
Q0 = 2(6,F 1y (2 (z—.)))
= 2@ E-0)
= VF 1y (Ya),
donc
1Qll, = 2 ([ |7 (20) da)

= 200 ([ |F 1y ()" dy)?
= 20E,

ce qui implique

1Qs81l, < 2073, 1< p < oo
On a aussi
02j<1_%)

C2<s+1—%)j

1€591l,
27 |Q;0ll,,

(ijowq ||Qj5|yg)5 < c(zjzoz(sﬂ—i)qa‘)ﬂ

N P 1-1)gj :
d’ott la série > - o513 )as converge dans les cas suivants:

IA

IN

13



1.6. Exemples

. 1 1 s
SSiat(1-2) <0 s< i1, alors s € By, (),

- Sis—l—(l—i):Oetq:oo,c’est—a—dires:%—letq:oo,alorsona

27 |Q;6ll, < sl>1132Sj||Qj5l|p
JZ

= 9|

s .
BI%OO

Donc
seB,®) s s<(}-1), 1<p<w,1<g<on,

s n : _ (1 _
(5€Bp7q(R) si s—<5—1>, 1<p<oo, q=c.
Sin > 2 on a les résultats
S n : 1
e B, (R") i s<n<5—1),
s n : _ 1
€ By  (R") i s-n(;—l).

14



Chapitre 2

Les fonctions puissances

Nous allons étudier la fonction f,(z) = g(z)|z|* ot dans un premier cas g(x) = 1 et en
deuxiéme cas nous prendrons gs(x) = p(z)(—log|z|)~ avec a,d € R et p est définit au
chapitre précédent.

Dans le cas o gs(z) on a une singularité local en x = 0.

2.1 Etude de la fonction f,(z) := |z|"

Dans cette section, nous examinons appartenence de la fonction f,(z) := |z|* dans I'espace

de Besov.

Proposition 2.1.1 On peut remplacer dans la Definition 1.2.1 la fonction v par une autre

fonction 7 de méme type, c’est-a-dire, ¥ € D(R™) telle que 0 ¢ supp 7, 4 paire et radiale .

Preuve. Soit f.(z) = |z|*, alors f4(¢) = c|¢| " en effet m
comme fo(Ax) = A% |z|* = A fo(x),VA >0

alors on a

15



2.1. Etude de la fonction f,(x) := |z|*

falQ) = [ e || da

x =y
dr = \"dy
= AFEF(AC) (VA > 0).

= N ey dy

1

¢ on obtient

Choisissons \ =

falQ) = cole] ™™

Pour justifier I'existence de ¢y € R, on a f est une fonction radiale,

donc f est aussi , c-a-d

fa(©) = g(l€]),

avec g : Rt — C , g(%) =g(1) = c.

On a
Qif, (&) = cle ™ (v277¢)
= 7I(|279¢| 7" y(279¢)),
On pose
(&) = [ET (6.
Donc
Qi () = 27y (277,

On trouve

Q;f(x) = c279tn) F1 5(97iy)9m
= @27 F 32 7q).
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2.2. Etude de la fonction f,(x) := p(z)|z|*

Alors

1Q;fll, = e ||F 527
= e || F ||

(2.1.1)

p

Ce qui donne
PrNQfll, = el|F AR, = ¢
On passe au sup,cz, on trouve
11 g < +00
sup,>o Byt (R") < 400

D’aprés la proposition 2.1.1 on obtient

1Q;£1l, = 27Ce.

Sij>0 et s—a—n<0, alors

<Z(2js HijHp)q) | <

Jj=0

Donc
feB;, (R si s<a+mn,

fe By (RY) si s=a+n
2.2 Etude de la fonction f,(z) = p(x) |z|"

Dans cette section, nous allons étudier la fonction f,(z) := p(x) |x|* dans I'espace de Besov
non homogene ou la fonction p est définit dans le chapitre 1 (section 1.1). Sa démonstration

existe dans la référence [10].

Proposition 2.2.1 Soient 1 < p,q < oo et s € R. Soit M € N telle que M > s >

(0,n/p—mn)4. Si f € LP, alors la norme

Caay ant ppa 4B\
I, + ([ st o) L vewy

est une norme équivalente dans B,  (R").
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2.2. Etude de la fonction f,(x) := p(z)|z|*

Preuve. Voir [13]. =
Théoréme 2.2.1 ([10]) Soient s > 0 et a # 0. Alors

fo € B, (R"), siet seulement si s<Zta ous="+ta et q =00 (2.2.1)
’ p p

Remarque 2.2.1 Le théoréme 2.2.1 ainsi que sa démonstration suivante sont die a Runst

et Sickel [10]

Preuve. Etape 1. Condition suffisante. Soit M € N, un nombre entier assez grand.

Soit M - |h| < 1 telle que

3M|h|
/ |AY fal2) |p dr < c/ roPrLdr (2.2.2)
el <2M || 0

< cln™t,
avec ¢ est indépendant de h. En utilisant I'inégalité

|A24fa(m){ <c |h|M max sup |D7f.(y)|. (2.2.3)
W=M gy | <|n|M

Siog{yeR": |z —y| < |h| M} et
1DV fo(z)| <clz|*™™, |y =M >1.
Alors on obtient

/ o | (2.2.4)

Jo_ 24 1) M
< e / (1]MP (7 [])eMppn=1dy
2

j=1 7 2iM|h|

Jo
< ¢ |h|ap+'n Z jnflJr(och)p,

j=1

ou jo est définit comme le plus petit entier tel que
2(jo + 1)M |h| > 3/2. (2.2.5)

Puisque |h| < e, et on suppose que 2(jo + 1)M |h| < 1 pour ¢ > 0. Donc

Jo
y ottt < o (2.2.6)

j=1

18



2.3. Etude de la fonction f, s (x) := gs(x) |x|®

D’apres 2.2.4 et 2.2.6, on trouve
/ | AN fo(2)[" do < C R (2.2.7)
|z|>2M ||

En conséquence, 2.2.2 et 2.2.7 donne

a dh o
/|h|<€|h| »F )qHAMfqu VT 0/0 rldr < oco.

Etape 2. Condition nécessaire. De méme si s = % +a . A partir de f, € By, (R"), il existe
r > 0 telle que

s—n L

fo € Brg G (]R”) max(l,p) <r<oo , 0<s—n(

ﬂl»—t

) <1,

’BIH

et en utilisant la Proposition 1.3.3. D’aprés la Proposition présédente, la norme de I’espace

s=n(3—7)

de B,g 7 " (R™) est bornée par

(/|h L ||q|z]f) (2.2.8)

[|2[* = |z + A" > c[h["

En appliquant I'inégalité

avec * = (1 ,...,xp), h = (h1,....;hy) €ER", 2; >0, h; > 0,i=1,...n et |z]| < % < hyg,

pour tout ¢ > 0 et tout M > 0 on obtient

[ ey s [

On observant 2.2.8 ceci vérifice f, ¢ B, (R"). =

2.3 Etude de la fonction f,;(z) = gs(z) |z|”

Nous allons étudier la fonction f, s(x) := gs(z) |z|* telle que gs(z) := p(x)(—log|z|)~° dans

I’espace de Besov.
Théoréme 2.3.1 Soient s >0 et a« #0. St § > 0, alors

fas € By, (R") i et seulement si s < “fo ous="ta et ¢@>1. (2.3.1)
p p
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2.3. Etude de la fonction f, s (x) := gs(x) |x|®

Remarque 2.3.1 Comme dans la remaque 2.2.1, le théoréme 2.5.1 ainsi que sa preuve sont

die a Runst et Sickel [10].

Preuve. Etape 1. Condition suffisante. Soit § > 0 et M un nombre entier assez grand.

Soit M - |h| < 1 telle que

3M]h|
/ ‘Atha,a(»T)’pdl’ < C/ roPr" L (—log r)~°Pdr (2.3.2)
|z|<2M|h]| 0

< el (~log|h[)™"
avec c est indépendant de h. En utilisant 'inégalité

A} fas(@)| < clh max  sup D7 fus(y)l.

WI=M g —y|<|n|M

Si0¢{y: [z —yl <|h| M} et
D7 fas(2)] < ela*™ (~log|h)~, |y|=M > 1.

Alors on obtient

(+1)Mh|

[ 180 st dx<cZ / B[P (A )08 log(jM [+ dr
|z|>2M|h| by

jM|h|

Jo
< ||y M flog (M [R])| 7

j=1

avec jo est définie comme le plus petite entier telle que
2(jo + )M [B] > 3/2,

puisque |h| < & nous pouvons supposer 2(jo + 1)M |h| < % pour € > 0. Donc

Jo
> P log(IM AT < € [log Rl (23.3)

=1

Pour M assez grand, encore c est indépendant de h. D’apres 2.2.4 et 2.2.6, on trouve que
/ ‘Atha75($)‘pdlC < C|h|*P (= log |h|) . (2.3.4)
|| >2M |h|

En conséquence, 2.3.2 et 2.3.4 prouvent que

/ |h| +a)q||AMfo<6Hq dh C/Er—l |10gr|76p dr < oo
|h|<e 0
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2.4. Etude de la fonction f, , (z) := |log |z||* (log (log |z|)) ™7 ¢(|x]|)

Si 6¢g > 1, le méme démonsration.
Etape 2. Condition nécessaire.. Nous travaillons encore avec § > 0. Soit s = ;7‘ +a. A

partir de f, 5 € B, , (R"), nous dérivons l'existence de certains r > 0 telle que

(-1

fa,éEB:,;np " (R"), max(l,p)<r<oo , 0<s—n(-—-)<L

1
p
et en utilisant la Proposition 1.3.3. D’aprés la Proposition présédente, la norme de I’espace

s—n(i-1
de Brgq G (R™) est borné par

1
(s_nyn dh \ ¢
([ s te)" 235)
|h|<e |h|
En appliquant I'inégalité
||2]* (=log |2[)™° — |2 + h|* (= log &+ h|) ™| > c|h|* (= log[A])~".

onzx = (x1,...xn), h="_(h1,....;h,) €ER" 2;>0,h; >0,i=1,...,n et |z| < % < hg pour

tout ¢ > 0 et tout M > 0, on obtient
(s—min dh "o dt
/ |h| (s P+7')q HA}Lfangq T 2 / (_ logt)_éq— = .
h|<e " |hl 0 t

On observant 2.3.5 ceci vérifiée fo 5 ¢ By, (R"). Ceci termine la preuve du théoréme. m

2.4 Etude de la fonction f, , (z) := |log|z||" (log (log |z|))™" ¢(]z|)

Soit la fonction ¢ de classe C™ sur R telle que ¢(x) = 1 pour z < e 3 et ¢(x) = 0 pour

x> e 2. For (a, 3) € R2, on définit la fonction f sur R™ par

fao(x) = [log|z||" (log (log |z])) " ¢(|z[), = eR" (2.4.1)

Le théoréme suivant est donné par G. Bourdaud voir [4, Prop. 2]. Soit U, est '’ensemble
de (o, 0) € R? telle que:

ea=1—-1/geto>1/q,oua<1—1/q, dans le cas 1 < ¢ < oo,

ea=0eto>00oua<0,danslecasqg=1,

ea=1eto>0,0ua<l,danslecas g= .
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2.4. Etude de la fonction f, , (z) := |log |z||* (log (log |z|)) ™7 ¢(|x]|)

Proposition 2.4.1 Soient («,0) € R?. Alors la transformée de Fourier de la fonction fo

est indéfiniment différentiable sur R™ et satisfait

~

AR(F)(€) = O (Il (log [¢])*~ (log (log [¢])) ") ,

quand || — oo, pour tout k € N. Dans le cas o = 0, [’éstimation ci-dessus peut étre

améliorée comme suit:

~

AM(f)(E) = O (€] (log [¢]) (log(log [€]) ) -
Preuve. Voir [4, Prop. 1]. =
Théoréme 2.4.1 Si 1 < p,q < +oo, alors fo, € By (R") si et seulement si (o, o) € U,

Preuve. Voir [4, Prop. 1]. =
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Chapitre 3

Application a la composition

Nous rappelons quelques résulats die & G. Bourdaud, M. Moussai, W. Sickel [5], D. Kateb
[8], G. Bourdaud,Y. Meyer [2] danslecasp=1et0<s < p-+ ]lj et G. Bourdaud [3],W.
Sickel [11] dans le cas u < 1 et quelques exemples de fonctions puissances qui opérent par
composition dans les espaces de Besov non homogene et de Sobolev. Nous allons étudier
l'opérateur 7y : g — fogou f : R — R, et en cas particulier, on donne quelques

propriétés sur Vopérateur f — | f|".

3.1 Fonctions puissances
Nous rappelons que la valeur absolue a été étudier par G. Bourdaud et Y. Meyer, voir [2]
Théoréme 3.1.1 Soient 1 < p < oo et u > 1. Supposons que

1

m<pu+—, meN.

p

Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
-1
A iy < € e I
pour tout f € Loo(R™) N W (R™).

Preuve. Voir [§8]. =

Dans le cas de I'espace de Besov nous avons le résultat suivant:
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3.2. Fonctions puissances modifiées

Théoréme 3.1.2 Soient 1 < p,q < oco. Soient p>1et 0<s<pu+ %, alors 1l existe une

constante C' > 0 telle que

11171

m e <C ]

-1
B ,(R™) 1%

pour tout f € By (R™) N L>(R").
Preuve. Voir aussi [8]. =

Théoréme 3.1.3 Soient 1 < p,g < o0, et 0 < s <1+ 113, alors il existe une constante

c > 0 telle que

/11

B ,(R™) <c |If] Bj ,(R") 5

pour tout f € By (R").
Preuve. Voir [2] . =

Théoréme 3.1.4 Soient0 < p <1, 1 <p<o0,1<g<0etl<s< 1—1—%, alors il existe

une constante C' > 0 telle que

1A s, ey < C 11 gy -
oW

pour tout f € By (R")

Preuve. voire [10] . m

3.2 Fonctions puissances modifiées

Définition 3.2.1 Si E est un espace de distributions dans R™, on appelle E,. ’ensemble

des distributions f € D'(R") telle que ¢f € E pour tout ¢ € D(R™).

Maintenant, on introduit I’ensemble :

1_ /1_31 1_3 ;
[2 \V » 13t/ 4} S1
Jp =

b
0 si p>%.
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3.2. Fonctions puissances modifiées

Exemple 3.2.1 Supposons que > 1 et u ¢ 2N, et on définit
fu@) =" , teR.

Soient 1 < p <ooetl1l<qg<oo. Alors f, € B;:éOC(R) si et seulement si s < pu +% ou

s =+ é et ¢ = oo voir par exemple [10, 2.3.1]. Donc on conclut que

Ig1"]

avec la constante ¢ indépendant de la fonction g, s et p :

B (R) <c ||9||M57q(R) , Vge B;Q(R). (3.2.1)

L s et l1<p<qs—[s—2+1)
—<s—|s] e p<q(s—|s|—— ,
p p
ou
<t 1<p<as—ls—L+2) ets—[s+1—2 ¢
s—[s] < -, p<q(s—|s]—— et s —|s — - :
p p p" 7

sis < pu+ %. En outre, nous avons le cas suivant

et
ot gy Selolly o Vo€ BLI) (3.22)
p,00

p,00

Les premiers résultats dans cette direction ont été obtenus par Kateb [8] et [10]. Des résultats

complémentaires sont obtenus si la fonction f,, est remplacée par
fu@) =ttt teR,

ou

Ju(t) == (max (¢,0))", teR.
Exemple 3.2.2 Nous avons la méme chose avec la fonction f, s définie par :
Fus(t) = p(4t) [t|" (~log [t) ™, t e R.

Soitl < p<ooetl <q< oo Dansle cas des espaces de Besov, il est vrai que f,5 €

Byl(R)  si seulement si s < i+ %ou s =+ % et s < %: voir [5].

Il existe d’autre exemples de fonctions f telle que fog € B, (R),Vg € B; (R), nous

donnons les références [10], [8].
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3.3. Autres exemples

3.3 Autres exemples
e Pour la fonction .f(t) =t™ , m=2,3,..., 0on a

Théoréme 3.3.1 Supposons que By (R") C Loo(R™) alors

"

< m
lg Bs R =€ lg] Bs ,(R) "

Preuve. Voir [10, page 312]. =
Remarque 3.3.1 Nous rappelons que By (R") C Loo(R") si et seulement si on a :

s>2ous=2et0<qg<1.
p p

Sim = 2, alors

Hg2| B3 ,(R) <c ||g||2Bg,q(R)'

Ce qui donne

1f- QHB;Q(R) <c HfHBg’q(R) HgHBg’q(R) :

e Considérons maintenant la fonction f,(t) = [¢t|", u > 1.

Théoréme 3.3.2 Supposons que 0 < s < i alors

-1
lgl“llsp, < cllglls, gl g € By, L.

Preuve. Voir [10, page 364]. m
Remarque 3.3.2 Le théoréme 3.3.2 reste vrai si on remplace f,, par la fonction fu(t) =

et ", ce qui donme

! o
et

1" g gy < llgllsy ) N9l
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e Considérons maintenant la fonction .f,(¢) = [t|, p < 1.

Théoréme 3.3.3 Supposons que 0 < s <1, 1 < p,q < oo, alors

g™l s, @y < ¢ gl
P g

[

m s
B, (R) 1 Vge B, ,N Loo.

Preuve. Voir [10, page 365]. m

Corollaire 3.3.1 Supposons que 0 < s <1,1<p,q< o0, alors

1-p
al"ll s sy < (1 + [supp(0)]) 7" ]

wou

g;q(R) , Vge B;q(R) a support compact.

Preuve. Voir [10, page 366] . =
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